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ABSTRACT 
Let (K, 1·1> be a complete ultrametric algebraically closed field and for every closed bounded set 
DcK, let H(D) be the Banach algebra of the analytic elements in D. 
Let R E IR+ and (bn)n e IN be a sequence in D such that Ibn I <R, and limn~+ oo Ibn I= R. Assume 
there exists a sequence of annuli Fn= {xeK ll?n:5lbn-xl:5rn} such that 
rncD and lim sup rn<R. 
n~oo 
Let f E H(D); for each n E IN, let the Laurent development off in Fn be 
+oo 
f(x)= E A;,n(X- bn)i. 
i= -00 
Then 
lim IJ.o,nl = lim lf(x)l. 
n~oo lxi~R 
XED 
Suppose l?n =I? whenever n E IN. If n = f + 1 is a meromorphic product 
n __ n ( x-a) 
neiN X-bn ' 
then it is collapsing toward 1 if and only if 
lim IJ.o,ni=O. 
n~oo 
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Assume the sequence (bn)n e IN satisfies 
then n is collapsing if and only if 
< +oo. 
§ 1. INTRODUCTION 
Soit (K, 1·1) un corps ultrametrique complet et algebriquement clos. Pour tout 
ferme borne D de K, on note R(D) Ia K-algebre des fractions rationnelles 
h(x) e K(x) sans pole dans D et on note H(D) Ia K-algebre de Banach completee 
de R(D) pour Ia norme II· ~D de Ia convergence uniforme surD [E1,K1,K5]. 
Rappelons qu 'un element f e H(D) est dit quasi-inversible s 'il se facto rise 
sous Ia forme P(x) · g(x) oil g est inversible dans H(D) et oil Pest un polynome 
dont les zeros sont interieurs aD [Ed. 
Pour tous aeK, re IR +, on note 
d(a,r) le disque {xeKIIx-ai:Sr} 
d-(a,r) le disque {xeKIIx-al<r} 
c(a,r) le cercle {xeKIIx-al =r} 
r(a,r',r") (O<r'<r") Ia couronne {xeKir'<lx-al<r"}. 
Soit (bn)neiN une suite de d-(O,R) (non necessairement injective) telle que 
lim lbnl =R. 
n~oo 
Pour tout {} e IR + , on note: 
00 
L1e=d-(O,R) \ ( U d-(bm(})). 
n=O 
On appelle produit meromorphe assode a Ia suite (bn)n e IN une fonction definie 
dans K\ {b0, ••• , bm ... } de Ia forme 
00 
n(x) = n ((x- an)l(x- bn)) 
n=O 
oil 
lim (an- bn) = 0 [S2, S3]. 
n~oo 
Alors on sait que n e H(L1e) pour tout {} e IR +, et que n +a est quasi-
inversible dans H(L1e) pour tout a element de K, a* - 1 [Sit S3] et n +a se 
factorise sous Ia forme: 
n+a=(a+ 1) ll ((X-Cn)/(X-bn)). 
n=O 
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Par contre, il existe des produits meromorphes n tels que n- 1 ne soit pas 
quasi-inversible dans H(.t1e) (l? > 0) si et seulement si .t1e admet un T-filtre 
( cette derniere propriete est independante de (> e ]0, 1 [). Si n- 1 n' est pas quasi-
inversible, on dit que nest croulant. Nous allons chercher ici a caracteriser les 
produits meromorphes croulants. 
Rappelons encore Ia definition des filtres monotones [£2]: 
Considerons un infraconnexe D de K; soit aeK et soit R>O, tel que pour 
tout r<R (resp. r>R) les couronnes A,=F'(a,r,R)nD (resp. F'(a,R,r)nD) 
soient non vides. Le filtre de D admettant pour base Ia famille (A,)r<R (resp. 
(A,)r>R) est appele filtre de D croissant (resp. decroissant) de centre a, de 
diami!tre R. 
De plus, si K n'est pas maximalement complet, on doit definir des filtres 
decroissants depourvus de centre, en considerant une suite (an)neiN de D telle 
que: 
ian+l-ani<ian-an-11 et lim ian+l-ani=R>O. 
n-++oo 
On appelle alors filtre decroissant de diametre R, associe a Ia suite (an), le 
filtre qui admet pour base Ia suite: 
00 
Dn=Dn[(d(an+l>ian+l-ani))\ n (d(am+l•lam+l-ami)).] 
m=l 
On appelle filtre monotone de D, tout filtre croissant ou decroissant de D. 
Nous dirons qu'une suite (bn)neiN de K parcourt un filtre croissant (resp. 
decroissant) de centre a, de diametre R, si Ibn- ai < 0 (resp. Ibn- ai > R), et 
n- +oo 
Enfin nous dirons qu'une suite (un) de K parcourt un filtre decroissant 
assode a une suite an telle que ian+ I -ani < ian- an- II' limn~oo ian+ I -ani = R, 
si pour tout q fixe, d(aq+ 1> iaq+ 1- aqi) contient tOUS les termes Un a partir d'un 
certain rang N(q). (On remarque que les 2 definitions sont equivalentes dans le 
cas d'un filtre decroissant a centre). 
On notera v(x) = - Log I x II a valuation associee a Ia valeur absolue 1·1, Log 
etant une fonction logarithme de base p, nombre superieur a 1. 
Rappelons que pour tout filtre monotone ff de D et pour tout f e H(D) Ia 
fonction if(x)l admet une limite ({J~) suivant le filtre ff. Quand ff est de 
centre 0 et de diametre r, on note 
v(f, -Log r)= -Log (({J,r(/) [A,E2,G]. 
§ 2. ENONCE DES THEOREMES; DEFINITION DU COEFFICIENT CONSTANT 
THEOREME 1. Soient D un infraconnexe ferme borne, ff un filtre monotone 
de D et (bn)n e IN une suite de K parcourant ff. On suppose qu 'il existe des 
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couronnes rn = I\bn, l!n• rn) (n ErN) inc/uses dans D tel/es que: 
lim sup rn<diam (ff). 
So it f E H(D). Pour tout n E IN, so it A.0, n le coefficient constant du deve-
loppement de Laurent de f dans rn. Alors on a: 
<{Jff(f)= lim IA.o,nl· 
n-co 
COROLLAIRE 1. So it (bn)n e IN une suite de d- (0, R) te/le que 
et soit n(x) un produit meromorphe assode a (bn). Pour tout e E IR + et pour 
tout n ErN soit rn = I\bm {!, rn) une couronne inc/use dans D et soit wo,n le 
coefficient constant du developpement de Laurent de n- 1 dans rn. Alors Ia 
suite (iwo,nl>neiN admet une limite£; en outre nest croulant si et seulement si 
£=0. 
COROLLAIRE 2. Soil (bn)ne IN une suite de d- (0, R) telle que 
lim lbnl =Ret que inf lbi- b1 i >0. 
n-++oo i=tj 
Soil n(x) un produit meromorphe assode a (bn>· Pour tout n ErN, soil Wo,n le 
coefficient constant du developpement de Laurent de n- 1 au voisinage de bn. 
Alors Ia suite n--+ lwo,nl a une limite£. En outre n est croulant si et seu/ement 
si £=0. 
THEOREME 2. So it (bn)n e IN une suite de d- (0, R) te/le que 
lim lbnl =Ret inf lbi-bJI >0. 
n-+oo i:!=j 
So it 
n(x) = II ((x- an)l(x- bn)) 
n~o 
un produit meromorphe associe. Alors n est croulant si et seulement si: 
1- II (bn- bJI(an- ai)) 
lim inf 
§ 3. DEMONSTRATIONS 
ieiN 
i'=l=-n 
< +oo. 
PREUVE DU THEOREME 1. So it R le diametre de .'T. Pour tout n E rN, so it: 
L Ai,n(X- bn)i 
ieZ 
le developpement de Laurent de f dans rn. 
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a) Nous allons d'abord montrer que: 
(1) lim 11/llr =qJ§(j). 
n 
n~oo 
En effet, pour tout n, soit 
Alors, puisque Ia suite bn parcourt ff et puisque 
lim sup rn<R 
n~oo 
ii est clair que Ia suite decroissante An est Ia base d'un filtre plus fin que ff: 
Supposons d'abord ff croissant de centre a, de diametre R et soit 
t5= min lbjl· 
j'?!:.n 
Alors on voit queAjcr(a,t5,R) quel que soitj<:!n. On procede a des raison-
Dements analogues si ff est decroissant, centre ou non, et (1) est done etabli 
dans tous les cas. 
b) Nous pouvons maintenant poursuivre. Supposons d'abord ({Jff(J)=O; 
alors ii est clair que 
lim A.o,n = 0 
n~oo 
puisque 11/llr<:! IA.o,nl· 
Supposons maintenant ({Jff(J) =£-:F-0. 
Alors nous allons montrer que pour n assez grand, 1/(x)J est constant 
dans rn. 
Soit h eR(D) tel que llf-hlln<£12. 
Si ff est de ~entre a, et croissant (resp. decroissant) nous savons qu'il existe 
une couronne E<r>=I'(a,r,R) (resp. E<r>=I'(a,R,r)) telle que E<r>nDe ff et 
que h n'ait aucun zero ni aucun pole dans E<r> et l'on a Jh(x)J constant sur 
chaque cercle C(a,s)C f.(r)· 
Alors, en choisissant r assez voisin de R on voit que lf(x)J >£/2 pour 
xe E<r>nD d'ou lf(x)J = Jh(x)l et par suite 1/(x)l est constant dans chaque 
cercle C(a,s)c f.(r)nD. 
Puisque 
lim sup rn<R 
n~oo 
on voit que rn est indus dans le cercle Cn = C(a, Ibn- aJ). Mais comme 
lim lbn-al =R, 
n~oo 
et comme £>0, on sait que lf(x)l est constant dans CnnD quand n est assez 
grand [£2, ] et par suite 1/(x)l est constant dans rn quand nest assez grand. 
De meme, si ff est decroissant sans centre, on peut trouver un disque f. (r) tel 
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que L(r)nDe ff et que h n'ait ni zero ni pole dans L(r) et que lf(x)l = 
= lh(x)l Vxe L(r)nD de sorte que lf(x)l est constant dans L(r)nD. Alors 
quand nest assez grand, rn est indus dans L(r)nD et done lf(x)l est constant 
dans rn et done IJ<x)l = I.A.o, nl. 
PREUVE DU THEOREME 2. II est immediat de se ramener au cas ou R = 1, ce 
que nous supposerons done. 
Ecrivons d'abord le developpement de Ia fonction f(x) = n(x)- 1 autour de 
l'un des poles bj. 
Posons x = bj + h; on obtient: 
00 
f(bj +h)= [((bj- aj +h)/h) n ((bj- a;+ h)l(bj- b; +h))]- 1 = 
i~I 
ioFj 
00 
=[ n ((bj-a;)l(bj-b;))](Jj(h). 
i=l 
ioFj 
Avec: 
Done: 
Le developpement de Laurent 
00 
~ W· ·hi 
.t... l,j 
i~-1 
de (}j nous donne: 
(1) 
(2) 
D'autre part, il existe evidemment N tel que, pour/~ N, on ait lbj- bnl = 
= lbj-anl pour tout n=t.j, d'apres l'hypothese 
lim lan-bnl =0. 
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Alors on voit que: 
Finalement: 
(3) 
oil 
t5 = in~ (Jb;- bi J). 
'*' 
Supposons d'abord que n ne soit pas croulant. Alors on sait grace au 
corollaire 2 que 
lim Jwo,jl =t'>O. 
,-00 
D'autre part d'apres (3) il est clair que: 
lim 
j-oo 
On voit done que: 
lim 
j-+oo 
et par suite: 
lim =+co. 
Pour achever Ia demonstration du theoreme 2, supposons maintenant n 
croulant. 
Nous allons d'abord montrer qu'il existe une sous-suite (bq)meiN de Ia suite 
(bn) et un nombre C>O tel que les disques d(bqm•C) ne contiennent aucun 
zero de f. En effet, si cette propriete n'est pas vraie, il existe une suite (an>neiN 
de zeros de f telle que 
lim bn-an=O. 
n-ao 
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Considerons alors le produit meromorphe 
oo (x-b ) r(x)= n __ n • 
n=O X-an 
(Rappelons que l'on note 1(R) le corps de fractions de l'algebre des series de 
Taylor convergentes dans d-(O,R) [S3]). 
So it 
00 
LI~=Liu \ ( U d-(an.t})). 
n=O 
Alors reH(LI~). 
Soit g(x)=r(x)f(x). A priori ge 1(1) puisquefet re 1(1). Or il est clair que 
g n'a pas de pole dans d-(o, 1); c'est done une serie de Taylor convergente 
dans d-(o, 1), ce qui exclut que 
lim g(x)=O. 
lxl~l-
xeA~ 
Or rest bornee dans LI~CLI" et par hypothese nous avons suppose: 
lim f(x)=O. 
lxl~l-
xeLI101 
Cette hypothese est done fausse, et nous avons montre }'existence deC et de 
Ia sous-suite (bq)meiN· 
Alors, pour tout me IN, la fonction Oqm(h) n'a pas de zero dans d(O, C) et 
par suite on a: 
lw-t,qJ >lw I 
C O,qm 
ce qui donne, d'apres (1): 
Alors, l'une au moins des deux relations suivantes est verifiee: ou bien 
(4) 
ou bien 
(5) 
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Alors d'apres (3) on voit que (5) entraine (6): 
(6) 
(pour qm?::.N). 
Finalement, en posant 
U = max (_!_ _!_) 
c' J2 
et en prenant Le!N tel que qm?::.N pour m?::.l, on voit que (4) et (6) nous 
donnent: 
pour tout m?::. L, ce qui montre bien que la limite inferieure consideree au 
theoreme 2 est finie et done la demonstration est achevee. 
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